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Das H,0-Molekiil wird nach der Valenzstrukturmethode mit Konfigurationswechselwirkung be-
handelt. Fiir den Aufbau der Zustandsfunktion wird eine Minimalbasis von einfachen oder linear
kombinierten Starer-Funktionen gewihlt. Als Konfigurationen werden solche benutzt, die beim
Sauerstoffkern stets zwei 1s-Elektronen sowie zwei 2p-Elektronen in der zur Molekiilebene senkrech-
ten Richtung enthalten. Neben der ausfiihrlichen Berechnung des Grundzustandes werden Rechnun-
gen zu allen auftretenden Kombinationen von Symmetrie und Gesamtspin durchgefiihrt. Zu den
besten Niherungen werden auBer der Gesamtenergie auch Zustandsfunktionen mit einer graphischen
Darstellung der Elektronendichte in der Molekiilebene, Dipolmomente und Kernschwingungsfrequen-

zen angegeben.

I. Konfigurationen

Den Symmetrieeigenschaften des Hamirton-Ope-
rators entsprechend, kann eine approximative Zu-
standsfunktion zum H,0-Molekiil nach dem Betrag
des Gesamtspins S und der Spinkomponente S, , so-
wie nach einer der vier irreduziblen Darstellungen
der Gruppe Cs, festgelegt werden. Als Konfiguratio-
nen werden solche benutzt, die beim Sauerstoffkern
stets zwei 1s-Elektronen sowie zwei 2p-Elektronen
in der zur Molekiilebene senkrechten Richtung ent-
halten. Diese Annahme beschrinkt die Anzahl der
moglichen Symmetrietypen auf zwei, die mit A bzw.
B bezeichnet werden. Das benutzte Koordinaten-
system soll gemall Abb. 1 so liegen, daf} die z-Ebene

H(B)

H(A)

Abb. 1. Lage des Koordinatensystems.

und die Ebene x =y die Symmetrieebenen des Mo-
lekiils sind. Der auf die Raumkoordinaten bezogene
Anteil der Einelektronfunktionen soll durch ortho-
normierte atomare SraTEr-Funktionen bzw. durch
Linearkombinationen solcher Funktionen wieder-
gegeben werden. Fir die 7 in eine Minimalbasis
eingehenden Funktionen werden die Kurzbezeich-
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Abb. 2. Darstellung der 28 verwendeten Konfigurationen zum

Grundzustand iiber Starer-Determinanten mit den vor den

Zeilen angegebenen Einlektronfunktionen zum einen und den

iber den Spalten angegebenen Einelektronfunktionen zum
anderen Spin (Erlduterung im Text).
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Abb. 3. Darstellung der 24 verwendeten Konfigurationen zum
Zustand ®B mit der in Abb. 2 benutzten Systematik.
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EINE BERECHNUNG DES H,0-MOLEKULS

nungen s, S, &, ¥, z fiir Funktionen zum Sauerstoff-
kern und A, B fiir Funktionen zu den beiden Was-
serstoftkernen verwendet. Die Abb. 2 und 3 zeigen
die Konfigurationen zum Grundzustand 'A bzw. fiir
den Zustand 3B. Dabei entsprechen die Schnittqua-
drate von Zeilen und Spalten Srater-Determinanten
mit den vor der Zeile angegebenen Einelektron-
funktionen zum positiver. und den iiber der Spalte
angegebenen Einelektronfunktionen zum negati-
ven Spin. In die Schnittquadrate ist in der Regel
oben links eine Nummer eingetragen, die der Kon-
figuration zugeordnet ist, zu der die entsprechende
Svater-Determinante gehort. Tritt eine SvtatEr-De-
terminante noch in einer zweiten Konfiguration auf,
so ist deren Nummer unten links in dem betreffen-
den Schnittquadrat zu ersehen. Rechts ist jeweils ver-
merkt, mit welchem Faktor die StaTER-Determinante
in die Konfiguration eingeht, wobei der Faktor +1
nicht angegeben ist und der Faktor —1 nur durch
ein Minuszeichen reprisentiert wird. Jede Abbildung
enthilt neben den Konfigurationen eine Aufstellung
von Faktoren /N, die bei Verwendung orthonormier-
ter Einelektronfunktionen normierte und zueinan-
der orthogonale Konfigurationen ergeben. Die Num-
mern derjenigen Konfigurationen, die — mit ge-
eigneten Faktoren — bei einer unbeschriankten Ver-
groBlerung der Abstinde O —H die Zustandsfunk-
tion fir die getrennten Atome darstellen, sind in
einen Kreis eingeschlossen.

II. Energiewerte und Zustandsfunktionen

Die Berechnung der verschiedenen Zustinde er-
folgt nach dem Variationsverfahren. Danach ergibt
sich die Energie als tiefster Eigenwert der Matrix
des Hamirton-Operators, eine approximative Zu-
standsfunktion aus den Komponenten des zugehori-
gen Eigenvektors. Fiir den HamirTon-Operator wird
die BorN—OppENHEIMER-Niherung ohne relativisti-
sche Korrekturen verwendet. In die Berechnung der
Matrixelemente zum HamiLron-Operator geht eine
grole Zahl Ein-, Zwei- und Dreizentrenintegrale
ein, die nach Moglichkeit jeweils exakt oder mit
Hilfe einer Kugelfunktionsentwicklung der H-Funk-
tionen um den Sauerstoffkern als Zentrum und nu-
merischer Integration bestimmt wurden. Die Ent-
wicklung erfolgte nach der Methode von BarnETT
und Courson! und wurde in Verbindung mit der

1 M. P. Barnerr u. C. A. Coursox, Phil. Trans. Roy. Soc., Lon-
don A 243, 221 [1951].
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numerischen Integration bis zu einer Genauigkeit
von 6 Dezimalstellen fiir die Integralwerte gefiihrt.
Die Umrechnung der Integrale auf die orthogonali-
sierte Basis wurde durch Multiplikation der in Ma-
trixform angeordneten Grundiniegrale mit einer aus
den entsprechenden Koeffizienten aufgebauten Trans-
formationsmatrix T erreicht:

E-ET,
Z-TZT.
Dabei bezeichnet E die Matrix der Einelektron-In-

tegrale und Z die Matrix der Zweielektronen-Wech-
selwirkungsintegrale.

1. Rechnung mit einer Basis aus einfachen
SraTeR-Funktionen

Die verwendeten Einelektronfunktionen gewinnt
man aus dem Funktionssatz

So =V5?0/—7
s =VEi3ar

exp{—Cut},
exp{—&r},

x =VE3,/nx exp{—Cs 1},
y =Vi/ay exp{-Llayr},
z =V§zﬁ/nz exp{—zzr},

A =V p/n exp{-Canra},
B =V{8pln exp{—C4BTB}"

indem man s zu s, orthogonalisiert (s) sowie 4’
und B’ unter Beibehaltung ihrer Symmetrie zu s,
s, x, y und zueinander (A4, B). Die Parameter (;, ,
{5y Lz y und {, wurden zunichst aus einer Berech-
nung des Grundzustandes zum Sauerstoffatom iiber-
nommen, wo sich nach wechselseitiger Variation die
Werte
{5, =7,6582, (;=2,2460,
$oy=2,2675, £,=2,1850

zu einer Atomenergie von — 74,5417 DRY ergaben.
Wegen des gegeniiber den Rechnungen zum Sauer-
stoffatom stark angestiegenen Rechenaufwandes
konnte bei der Molekiilberechnung nur eine schritt-
weise Optimalisierung der (-Parameter fiir den
Grundzustand in der Reihenfolge abnehmenden
Einflusses auf das Ergebnis erfolgen

2 2 -
(5;[, B> Cz,y—> 6> :s—) Cbo) .

Dabei wurde ein einmal festgelegter Parameter nicht

mehr verdndert. Kleinere Versuchsrechnungen er-

gaben, dall dieses Verfahren in gewissen Grenzen

gerechtfertigt werden kann. Valenzwinkel ¥ und
Kernabstand R wurden zunéichst auf den experimen-
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tell ermittelten Gleichgewichtsdaten (¢ =104°30’,
R=1,8104 at. E.) festgehalten. Die Rechnung lie-
ferte die Werte

(oo=T7,6612, (,=2,2415, (g ,=2,3492,
{,=2,1140, {4,5=1,2620

D. HAMEL

zu einer Molekiilenergie von — 75,7590 DRY. Die
wechselseitige Variation von Valenzwinkel ¥ und
Kernabstand R fiihrte fiir die angegebenen Para-
meter auf

9=98°, R=19020at.E., E= —75,7684 DRY.

Als beste approximierte Zustandsfunktion ergab sich zu diesem Parametersatz

Y-

0,5408 1, —0,0750 w, —0,7045 v +0,0958 y, —0,0101 5 +0,1488 v +0,0314 1,

—0,0338 g +0,0117 vy +0,3970 ;9 — 0,0165 144 +0,0039 vy — 0,0297 45 + 0,0075 144
—0,0292 v 5 —0,0677 45— 0,0117 v;; — 0,0837 45 + 0,0039 19 — 0,0015 159 — 0,0010 75,
+0,0150 yyy + 0,0130 153 + 0,0048 194 + 0,0012 155 — 0,0023 156 + 0,0042 5, — 0,0013 15 .
Um die Bedeutung der einzelnen Grundkonfigurationen sichtbar zu machen, mufl die Orthogonalisierung der
Einelektronfunktionen nachtraglich wieder riickgéngig gemacht werden:

[

0,0584v," —0,0500 y,’ —0,3276 15" +0,04961," —0,0104 ;" +0,1489 15" -+ 0,0497 v’

—0,0553 " +0,0263 v, +0,4972 ;)" —0,0127 ;" — 0,0067 yy,” —0,0327 w5’ +0,0124 1,
—0,0377 yy5’ —0,1044 5" — 0,0340 ;" —0,1641 1" +0,0140 1,y + 0,0006 sy’ — 0,0046 1ps,”
+0,0246 gy’ +0,0315 ypg +0,0082 15, +0,0028 155" — 0,0053 1a5” +0,0096 195, — 0,0029 1,

Nun sind jedoch im Gegensatz zu der vorher an-
gegebenen Form nicht mehr auf einfache Weise die
genauen Besetzungszahlen zu entnehmen. Dafiir ge-
ben hier die einzelnen Koeffizienten schon einen recht
guten Hinweis auf die Beteiligung der Grundkonﬁgu
ratlonen Man sieht, daf} die Konﬁguratlonen 1;110
und ;" deutlich vor den Konfigurationen vg’, g,
Y6 ausgezeichnet sind und auch diese sich wieder
von den iibrigen abheben. Diese Reihenfolge ent-
spricht schon ziemlich genau den Erwartungen, die
eine antiparallele Spinkopplung zwischen den 2p,-
und 1s-Elektronen sowie zwischen den 2p,- und
1sp-Elektronen realisiert sehen mochten. In der Tat
ist dieses Prinzip in v, vollstindig, in v, immer-
hin bei einem Elektronenpaar erfiillt, wahrend in
y1e und 1" zumindest nicht ausdriicklich dagegen
verstoflen wird. Bei der Variation des Kernabstandes
R verhalten sich die riicktransformierten Zustands-
funktionen geméll Abb. 4, wo die neuen Koeffizien-
ten durch Séulen von unterschiedlicher Hohe wieder-
gegeben werden. Sieht man davon ab, daf} eigentlich
alle 7 Parameter — die 5 {-Parameter und die bei-
den geometrischen Parameter — wechselseitig vari-
iert werden miilten, so bilden die hier gewonnenen
Ergebnisse doch nahezu das mit einem solch ein-
fachen Ansatz erreichbare Optimum. Der Valenzwin-
kel wird noch zu klein (¢, =104°30"), der Kern-
abstand O —H (Rexp=1,8104 at. E.) etwas zu grof
wiedergegeben. Die Gesamtenergie ist gegeniiber dem
experimentell ermittelten Wert von — 76,4822 DRY

noch verhiltnismédfig schlecht. Geht man von der
oben angegebenen Energie fiir das Sauerstoffatom
aus, so ergibt sich eine Bindungsenergie von 0,2267
DRY, das sind 61,32% des gemessenen Wertes. Sehr
wahrscheinlich ist dieser etwas unbefriedigende Wert
auf die hohe zusitzliche Korrelationsenergie zurtick-
zufiihren, die Moskowrrz und Harrison 2 auf einen
Wert zwischen 0,099 DRY und 0,119 DRY schatzen.
AuBer dem Grundzustand 'A(28) wurden die Zu-
stinde 'B(22), 3A(21), ®B(24) und 3A(3) behan-
delt. Die Anzahl der verwendeten Konfigurationen
ist jeweils hinter dem Symbol des Zustandes ange-
geben. Da der fiir den Grundzustand in der Nahe
der Gleichgewichtsdaten ermittelte Parametersatz un-
verandert fiir alle weiteren Zustinde tibernommen
wurde, haben die errechneten Kurven in Abb. 5 nur
geringen Wert. Schon die Potentialkurve fiir den
Grundzustand ist bei groBen Kernabstinden mit
einem betrachtlichen Fehler behaftet, da die fiir das
Minimum optimalisierten Parameter beibehalten
wurden. Die hoheren Zustdnde sind sdmtlich nicht
gebunden. Das schwache Minimum bei 3A im Bereich
von R=3 at. E. ist ebenfalls auf die unterlassene
Parametervariation zuriickzufithren. Die Zustinde
1A, 3A, 3B, 9A fiihren mit wachsenden Kernabstinden
auf die Elektronenkonfiguration O 3P HH fiir neu-
trale Atome. Lediglich der Molekiilzustand !B liefert
das Ensemble O 'D H H.

2 J. W. Moskowrrz u. M. C. Harrison, J. Chem. Phys. 43,
3550 [1965].
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2. Rechnung mit einer Basis aus Linearkombinationen
von SLATER-Funktionen

Die Qualitit der Ergebnisse ist offenbar bei Ver-
wendung einfacher Stater-Funktionen in einer Mini-
malbasis nicht zufriedenstellend. Es liegt nahe, zu
Linearkombinationen von SrATER-Funktionen iiber-
zugehen, die wegen der Vielzahl von freien Para-
metern sehr viel ,flexibler® sind als einzelne Funk-
tionen. Als Einelektronfunktionen zum Sauerstoff-
kern wurden zunichst die von CLEMENTI® in einer
LCAO-SCF-Rechnung fiir den Grundzustand des

Sauerstoffatoms ermittelten Funktionen verwendet:

so=0,93835 5, +0,03825 5, — 0,00097 s,
+0,00439 5, —0,00829 s, +0,04171 s, ,
s = —0,21979 5,0 — 0,00573 5,° + 0,42123 s,
+0,54368 s, +0,23061 53 —0,17856 s,
3 g s xg Ty
y = 0,16371 y, + 0,57600 y, + 0,33392 y3 + 0,01495 y,.
z z 2 Z3 z4
Y=

D. HAMEL

Die {-Parameter fiir die Funktionen s, und s lauten
7,6160; 13,3243; 1,7582; 2,5627; 4,2832; 5,9445,

fir die Funktionen z, y, z
1,1536; 1,7960; 3,4379; 7,9070.

Die Abb. 6 zeigt den Verlauf der Einelektronfunk-
tion z auf der Verbindungsgeraden O —H im Ver-
gleich mit der unter (1) verwendeten Funktion. Sie
liegt mit ihrem Maximum etwas iber dem der Ver-
gleichsfunktion sowie etwas ndher am Sauerstoff-
kern. Ihr Abfall erfolgt zunéchst rascher, dann lang-
samer als vorher. An den Wasserstoffkernen wurden
zunichst einfache 1ls-Funktionen lokalisiert ({4 p
=1,25), die in der iiblichen Weise auf s,, s, z, ¥
und zueinander orthogonalisiert wurden.

Die Rechnung ergab eine Gesamtenergie von
— 76,0241 DRY, das sind 99,40% des experimen-
tell ermittelten Wertes. Die entsprechende, auf un-
orthogonalisierte Einelektronfunktionen riicktrans-
formierte Zustandsfunktion lautet:

0,0982 ," —0,09121," —0,3527 vy +0,0875 v, —0,0089 v, +0,0720 vy +0,0443 v,

—0,0619 15 +0,0116 1, +0,3521 ;5" —0,0147 ;" — 0,0083 1,,” — 0,0287 1,4 +0,0219 vy’
—0,0512 1935 —0,1210 ;4" — 0,0118 15;" —0,0112 1" — 0,0126 145" — 0,0048 150 + 0,0007 v,
+0,0247 155"+ 0,0031 ag” + 0,0125 115" —0,0121 155" — 0,0017 156" +0,0121 15, — 0,0042 1755

Vergleicht man diese Zustandsfunktion mit der unter
(1) errechneten, so fillt auf, dafl die Konfiguration
vy mit zweifacher Spinkopplung zugunsten der
Konfiguration 13" mit einfacher Spinkopplung und
einer ionischen Bindung an Bedeutung verloren hat.
Die Konfigurationen g und 13" haben ebenfalls
jetzt kleinere Koeffizienten als vorher. Der Anteil
von Konfiguration v, ist ungefihr konstant ge-
blieben.
Eine Rechnung mit Funktionen der Form

A =a,ViP3[mexp{ —Lyra) + ‘121/&;/;‘ exp{ — s ra)

zu den Wasserstoftkernen mit {; =1,15, {,=2,20
fihrte nach einer Variation des Parameters ¢=
as/a; fir ¢=0,2733 auf eine Gesamtenergie von
— 76,0252 DRY, was nur einer kleinen Verbesse-
rung entspricht. Es ist anzunehmen, daf} die Wahl
von {; und &,, die ja nach vergleichenden Uber-
legungen vor der Berechnung erfolgen mufite, nicht
sehr gliicklich ist.

In einer weiteren Rechnung wurde der Versuch
unternommen, die Form der hauptsichlich an der

3 E. Cuemexnti, C. C. J. Rootnaax u. M. Yosumving, Phys. Rev.
127,1618 [1962].

Bindung beteiligten Einelektronfunktionen z und y
zu modifizieren, um sie auf diese Weise besser den
Verhiltnissen im Molekiil anzupassen (Abb. 6c¢).
Die Energiewerte lagen jedoch mit — 76,0169 DRY
bzw. — 76,0198 DRY durchweg ungiinstiger als bei
der Rechnung mit unverdnderten Funktionen.

III. Molekiileigenschaften

Zur Beurteilung der Qualitit der mit den ver-
schiedenen Ansitzen errechneten approximativen Zu-
standsfunktionen wurden fiir den Grundzustand zahl-
reiche Dipolmomentberechnungen durchgefiihrt. In
Abb. 7 ist der Verlauf des elektronischen und des
gesamten Dipolmomentes in Abhéangigkeit vom Kern-
abstand R dargestellt. Fiir den optimalen Parameter-
satz aus (1) ergibt sich ein Dipolmoment von
0,6456 at. E.=1,6408 Debye, das sind 89,2% des
experimentell ermittelten Wertes von 1,84 Debye.
Die entsprechende Verteilung der Elektronendichte
findet sich fiir zwei charakteristische Ausschnitte der
Molekiilebene in Abb. 8 und Abb. 9.

In Abb. 10 und Abb. 11 ist zum Vergleich die
Uberlagerungsdichte der drei beteiligten Atome dar-
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Abb. 8. Elektronendichte fiir die Um-
gebung des Sauerstoffkerns in der Mo-
lekiilebene bei Verwendung einzelner
optimaler Stater-Funktionen. (Ohne
1s-Elektronen.)
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Abb. 9. Elektronendichte fiir die Bindungsregion in der Molekiilebene bei
Verwendung einzelner optimaler Stater-Funktionen. (Ohne 1s-Elektronen.)
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Abb. 11. Elektronendichte fiir einen Ausschnitt zwischen Sauerstoff- und
Wasserstoffkern in der H—0O — H-Ebene mit ungebundenen Atomen in den
Kernpositionen des H,0-Molekiils. (Ohne 1s-Elektronen.)
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Abb. 12. Elektronendichte fiir die Bindungsregion in der Molekiilebene bei
Verwendung von linear kombinierten Suater-Funktionen.

(Ohne 1s-Elektronen.)
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gestellt, wenn diese unter Vernachldssigung ihrer
zwischenatomaren Wechselwirkungen auf die im Mo-
lekiil vorliegenden Kernabstande zusammengefithrt
werden. Die beiden 1s-Elektronen sind jeweils nicht
mitberiicksichtigt, da sie fiir die Molekiilbindung
unerheblich sind. Die Molekiilbindung wird im Be-
reich der Bindungsregion wie erwartet gekennzeich-
net durch einen eng lokalisierten Ladungsaufbau in
der Ndhe der Verbindungslinie O — H. Gleichzeitig
hat auch die Ladungsdichte im Bereich der Wasser-
stoffkerne selbst erheblich zugenommen. Das Gebiet
um die Symmetriegerade y =z wird durch die Mo-
lekiilbildung nur sehr wenig beeinflut. Im Bereich
des Sauerstoftkerns ist die hohe Ladungskonzentra-
tion auf der den Wasserstoffkernen abgewandten
Seite besonders augenfillig. Sie ist ohne Zweifel fiir
das relativ grofle Dipolmoment des H,0-Molekiils
verantwortlich. Bei Verwendung der Basis (2) ergibt
sich ein Dipolmoment von 0,8638 at. E.=2,1954
Debye. Abb. 12 zeigt die Verteilung der Elektronen-
dichte in der Bindungsregion fiir diesen Ansatz. Der
Ladungsiibergang zum Wasserstoffkern ist hier we-
sentlich schmaler begrenzt. Die Ladungsdichte im
Bereich der Wasserstoffkerne ist geringer als vorher.
Der Ansatz mit zwei sy,-Funktionen zu den Wasser-
stoffkernen, welcher auf den tiefsten Energiewert
fithrte, liefert ein Dipolmoment von 0,9273 at. E. =

EINE BERECHNUNG DES H,0-MOLEKULS

2,3568 Debye, was darauf hindeutet, dal diese Nai-
herung trotz geringfiigig verbesserter Gesamtenergie
die wahre Elektronenverteilung nicht hinreichend gut
wiedergibt.

Fiir ein Valenzkraftmodell ergaben sich aus den
fiir einfache Stater-Funktionen errechneten Poten-
tialkurven in parabolischer Naherung die Kern-
schwingungsfrequenzen

Vs =3742 cm™1!
V5,1=23743 cm™!
ve,2=1497 cm™!

(3776 cm™1)
(3657 cm™1)
(1595 cm™1) .

Zum Vergleich sind die experimentell ermittelten
Werte ¢ hinzugefiigt. Die Ubereinstimmung ist rela-
tiv gut und laft den SchluBl zu, dall die Form der
Potentialkurven im Bereich ihres Minimums bei einer
weiteren energetischen Verbesserung erhalten bleibt.

Meinem verehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr. B. Kocket,
bin ich fiir die Anregung dieser Arbeit und viele wert-
volle Ratschldge zu herzlichem Dank verpflichtet. —
Ich danke ferner der Deutschen Forschungsgemeinschaft
fiir die finanzielle Unterstiitzung und dem Deutschen
Rechenzentrum, wo die umfangreichen numerischen
Rechnungen durchgefiihrt wurden.

4 G. Herzeere, Molecular Spectra and Molecular Structure,
D. van Nostrand Co., New York 1945 und 1950.



